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 要  旨 

ベイジアンネットワーク構造学習は変数数の増加に伴い膨大な計算時間を要するため, 大規模

変数に対する構造学習が困難である. 近年, ベイジアンネットワークの推移性を RAI アルゴリ

ズムに組み込むことで条件付き独立性検定 (CI テスト) の数を大幅に削減し, 大規模構造学習

を可能にする手法が提案されてきた. この推移性は真の親変数集合を所与とした二変数の条件

付き独立性から, その各変数と他変数との条件付き独立性を保証する. しかし, RAI アルゴリズ

ムでは事前に真の親変数集合を推定できる保証がないため, この推移性は厳密には成り立たな

い. そこで, 本論文では, 条件付き独立の所与とする変数集合を真の親変数集合から任意の変

数集合に一般化した推移性を証明する. さらに, より大規模な構造学習のために推移性が連鎖

的に成り立つことを証明し, 推移性の連鎖を RAI アルゴリズムに組み込んだ新しいアルゴリズ

ムを提案する. 推移性の連鎖を用いることにより, 少なくとも一つの条件付き独立が保証され

る二組のエッジの CI テストを優先して実施し続けることができる. 提案手法は, 推移性を連鎖

的に用いることで, エッジ削除および RAI アルゴリズムにおけるグラフ分割を加速させる. ま
た, 信頼性の高い低次の CI テストにおいて, 推移性を連鎖的に用いたエッジ削除を学習の早期

に行うことで, 信頼性の低い高次の CI テストを減らすことができる. 提案手法は従来手法より

も (1) CI テスト数および計算時間を削減し, (2) 信頼性の低い CI テストを削減することで学習

の精度を向上させる. 大規模ネットワークを用いた実験により, 提案手法は従来手法では学習

できない規模の構造学習を実現することを示す. 
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1 まえがき
ベイジアンネットワーク (Bayesian Network : BN) は離散確率変数をノードで表し,
ノード間の依存関係を非循環有向グラフ (Directed Acyclic Graph : DAG)で表現する確
率的グラフィカルモデルである. BNは, 確率構造に DAGを仮定することで, 同時確率分
布を条件付き確率の積に分解する.

BNの DAG構造はデータから推定する必要があり, この問題を BNの構造学習と呼ぶ.
近年では, 漸近一致性を有し, 計算効率の高い構造学習法である, Bayes factor を用いた
制約ベースアプローチが提案されている [1, 2, 3]. このアプローチでは, 完全無向グラフ
に, Bayes factorを用いた二ノード間の条件付き独立性検定 (Conditional Independence
test : CI テスト)を適用して学習される無向グラフに対し, オリエンテーションルール [4]
によるエッジの方向付けを行うことで, 構造を学習する.

Natori ら [2] は, 制約ベースアプローチで最も効率的と知られている RAI アルゴリズ
ム [5]に Bayes factorを用いた CIテストを適用する手法を提案した. RAIアルゴリズム
は構造全体を部分構造に分割することで, CIテスト数を削減する. 特に, 分割により信頼
性の低い高次の CIテスト数を削減できるため, このアルゴリズムは構造を高速かつ高精
度に学習できる. Natoriらの手法は, 1000ノード程度の構造学習を高精度に実現した. ま
た, 本田ら [6] は BN の条件付き独立性において推移性が成り立つことを証明し, Bayes
factorを用いた RAIアルゴリズム [2]に組み込んだ. 彼らの証明した推移性は二変数 X

と Y が構造 GにおけるX の親変数集合 Pa(X, G)を所与として条件付き独立ならば, あ
る二つの変数対のうち少なくとも一つは Pa(X, G)を所与として条件付き独立となる性質
である. この推移性を組み込んだ彼らの手法は, 少なくとも一つの条件付き独立が保証さ
れる二組のエッジの CIテストを優先して実施できるため, CIテスト数を大幅に削減した.
しかし, RAIアルゴリズムでは, 二変数 X, Y 間の CIテストを行う場合, 事前に X の真
の親変数集合 Pa(X, G) を正確に知ることはできず, 二変数の条件付き独立の所与とする
変数集合が Pa(X, G)である保証はない. しかし, 本田ら [6]は RAIにおける学習途中の
条件付き独立の所与とする変数集合が常に Pa(X, G) であると仮定しており, 彼らの証明
した BNの推移性は厳密には成り立たない.
本論文では, 以上の問題を解決するために, 二変数の条件付き独立の所与とする変数集
合に制約を加えないで BNの推移性を証明する. 具体的には, 二変数 X と Y が任意の変
数集合 Z (X, Y ̸∈ Z)を所与として条件付き独立ならば, ある二つの変数対のうち少なく
とも一つは Zを所与として条件付き独立となる性質を証明する. 本田らの推移性は二変数
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の条件付き独立の所与とする変数集合が真の親変数集合 Pa(X, G)の場合のみで成り立つ
性質だったのに対し, 本論で証明する推移性は, 条件付き独立の所与とする変数集合が任
意の変数集合 Zに対して成り立つ. さらに, 新たに証明された推移性を用いた RAIアル
ゴリズムを提案する.
本田ら [6]の証明した推移性では, 二変数の条件付き独立の所与とする変数集合が真の
親変数集合 Pa(X, G)の場合のみに成り立つという制約があり, 推移性を連鎖的に用いる
ことができなかった. 本論文では, その制約のない条件で新たに導出された推移性が連鎖
的に成り立つことを証明する. この定理に基づき, Bayes factorを用いた RAIアルゴリズ
ムにおいて推移性の連鎖を用いる新しいアルゴリズムを提案する. 推移性の連鎖を用いる
ことにより, 少なくとも一つの条件付き独立が保証される二組のエッジの CIテストを優
先して実施し続けることができる. 提案手法は, 推移性を連鎖的に用いることで, エッジ削
除および RAIアルゴリズムにおけるグラフ分割を加速させる. また, 信頼性の高い低次の
CIテストにおいて, 推移性を連鎖的に用いたエッジ削除を学習の早期に行うことで, 信頼
性の低い高次の CI テストを減らすことができる. このアルゴリズムの利点として, 以下
が挙げられる. (1) エッジ削除が加速することで CIテスト数が従来手法に比べて削減さ
れるだけでなく, RAIアルゴリズムによるグラフ分割も加速し, 学習に要する計算時間が
削減される. (2) 従来手法に比べて信頼性の低い高次の CIテスト数が減ることで, 学習の
精度が向上する.
ランダムに生成した大規模ネットワークを用いたシミュレーション実験により, 提案手
法は構造学習の精度を向上させつつ, CIテスト数および計算時間を従来手法より削減する
ことを示す. さらに, 提案手法は従来手法では学習できない 14000変数の構造学習を実現
することを示す.
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2 ベイジアンネットワーク構造学習
2.1 ベイジアンネットワーク
ベイジアンネットワーク (以降, BN) は離散確率変数をノードとし, ノード間の依存関
係をエッジで表す非循環有向グラフ (以降, DAG) Gと, 各ノードの親ノード集合を所与
とした条件付き確率パラメータ集合で表現される.
今, Gは離散確率変数集合 V = {X1, . . . , Xn} の各変数をノードとしてもつとする.ま
た, 各変数 Xi は ri 個の状態集合 {1, . . . , ri} から一つの値を取るとし, Xi が状態 k を取
るとき, Xi = kと書く. このとき, BNでは, 同時確率分布を条件付き確率の積に分解して
以下のように表せる.

P (X1, . . . , Xn | G) =
n∏

i=1
P (Xi | Pa(Xi, G), G). (1)

ここで, Pa(Xi, G)は Xi の Gにおける親ノード集合を表す.
BN は二ノードを結ぶ道をブロックすることで条件付き独立性を表現する. 以下では,
ブロックの説明のために道と三つの結合を定義する. 二ノード X, Y を結ぶ道とは, X か
ら Y までのエッジの方向を考慮しない隣接ノードの連なりである. また, 道上で三ノード
X, Y, Z が X → Z → Y, X ← Z → Y, X → Z ← Y と結合することをそれぞれ, ノード
Z で逐次結合, 分岐結合, 合流結合すると呼ぶ. これらを用いてブロックは以下のように
定義される [7].

定義 2.1. 二ノード X, Y を結ぶ道 pが以下のいずれかの条件を満たすとき, 道 pはノー
ド集合 Z でブロックされる.

1. 逐次結合または分岐結合をするノード Z ∈ Zが p上に存在する.
2. 合流結合をするノードW ̸∈ Zが p上に存在し, W の子孫は Zに属さない.

二ノード X, Y を結ぶ全ての道がノード集合 Zでブロックされるとき, BNの構造 Gに
おける X, Y は Zを所与として条件付き独立であり, X ⊥ Y | Zと表される.

2.2 厳密解探索アプローチ
BN の構造 G はデータから推定する必要があり, この問題を BN の構造学習という.

BNの構造学習では, 全ての候補構造の中から周辺尤度を最大化する構造を探索する. 今,
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V に対する N 個のデータを D = {D1, . . . , DN} とすると, 周辺尤度は次式で表される
[8].

P (D | G) =
n∏

i=1

qi∏
j=1

Γ(αij)
Γ(αij + Nij)

ri∏
k=1

Γ(αijk + Nijk)
Γ(αijk)

. (2)

ここで, qi は Pa(Xi, G)の取りうるパターン数であり, qi =
∏

l : Xl∈Pa(Xi,G) rl で定義さ
れる. Nijk は Xi = k かつ Pa(Xi, G)が j 番目のパターンを取る頻度を表す. また, αijk

はディリクレ事前分布のハイパーパラメータを表し, Nij =
∑ri

k=1 Nijk, αij =
∑ri

k=1 αijk

である. 近年では, αijk = α/(riqi) とした, Bayesian Dirichlet equivalent uniform
(BDeu) が一般的に用いられる [8, 9]. ここで, αは Equivalent Sample Size (ESS)と呼
ばれる事前知識の重みを示す擬似サンプルのサイズである.
一般にこの BN構造学習法は, 厳密解探索アプローチと呼ばれる. このアプローチによ
る構造学習法は NP困難であり [10], ノード数の増加に伴い, 膨大な計算コストが必要に
なる. 効率的に構造を探索するために, 動的計画法 [11], A∗ 探索 [12], 整数計画法 [13], 制
約プログラミング [14] などの構造学習アルゴリズムが提案されている. しかし, 最先端手
法でも 60ノード程度の構造学習が限界である.
近年では, 厳密解探索アプローチを用いてより大規模な構造を学習するために, 強い制
約を用いた様々な手法が提案されている. Trösserら [14]は, 効率的に構造の非循環性を
確認する手法を組み込んだ制約プログラミングによる構造学習法 (ELSA)を提案した. 彼
女らは, その手法において親変数数を制限することで大規模な構造学習の実現を報告して
いる [14]. Scanagattaらは, ordering-based search (OBS) [15]を元にした, 変数順序に
よって各変数の親変数集合を制限する ASOBS と呼ばれる構造学習法を提案し, 1500 変
数程度の構造学習の実現を報告している [16]. これらの手法は計算コストを削減し, 大規
模な構造を学習できるが, 強い制約のために学習の精度が落ち, 漸近一致性を持たないと
いう問題がある.

2.3 制約ベースアプローチ
一方, 厳密解探索アプローチに比べて計算コストを大幅に削減する, 制約ベースアプ
ローチと呼ばれる構造学習法が提案されている [2, 3, 5, 17, 18]. このアプローチでは, (1)
完全無向グラフを生成し, (2) 生成された完全無向グラフに対し条件付き独立性検定 (以
降, CIテスト) によるエッジの削除を行い, (3) (2)で得られた無向グラフに対してオリエ
ンテーションルール [7]を用いて方向付けを行う. 制約ベースアプローチによる構造学習
法の精度は CI テストの精度に依存し, その計算時間は CI テストの数に依存する. また,
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図 1: 独立モデル G1 図 2: 従属モデル G2

条件付き独立の所与とするノード集合の要素数の大きい高次の CIテストでは, 多くの計
算コストがかかるだけでなく, 精度が著しく低下することが知られている.

Steckらは, 漸近一致性を有する Bayes factorを用いた CIテストを提案した [19]. 例と
して, X と Y 間について条件付き独立の所与とするノード集合を Zとしたときの独立な
モデルを G1, 従属なモデルを G2 とし, それぞれ図 1, 2に示す. このときの Bayes factor
を BF(X, Y | Z)とすると, 対数 Bayes factorは,

log BF(X, Y | Z) = log P (D | G1)
P (D | G2)

(3)

と表される. Bayes factorを用いた CIテストでは, 対数 Bayes factorが 0より大きい場
合, 二ノード間のエッジを削除する.

Natori ら [2] は, 制約ベースアプローチの一つである RAI アルゴリズム [5] に Bayes
factorを用いた CIテストを適用する手法を提案した. 彼らは, これまでに達成できなかっ
た漸近一致性を有して 1000変数を超える大規模な構造学習を実現した. また, Cuiら [3]
は, サンプルサイズが小さい場合にも頑健な学習を可能にする Bayes factorを用いた CI
テストを提案し, RAIアルゴリズムに適用している. 彼女らの手法は, サンプルサイズが
小さい場合でも高精度な学習を実現した.
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3 推移性を用いた RAIアルゴリズム
3.1 RAIアルゴリズム

RAIアルゴリズム [5]は, 制約ベースアプローチの一つである PCアルゴリズム [17]を
改良したもので, 効率的かつ高精度な構造学習アルゴリズムとして知られている. PC ア
ルゴリズムでは, n − 2 個のノードを条件付き独立の所与とする高次の CI テストまで繰
り返す. しかし, 高次の CIテストは, 低次の CIテストに比べて精度が非常に低く, 構造
学習の精度を著しく悪化させる可能性がある. さらに, 高次の CI テストは多くの計算時
間を必要とする. 高次の CI テスト数を削減するために, RAI アルゴリズムは, 各次数の
CI テスト後に方向付けを行い, その結果を用いて全体構造を部分構造に分割する処理を
繰り返す. この分割を説明するために, まず用語の定義を行う. 今, 有向エッジと無向エッ
ジを併せ持つグラフ構造を G = (V, E)と表し, V, Eはそれぞれ G のノード集合, エッジ
集合を表すとする. また, Adj(X,G)はグラフ G におけるノード X の隣接ノード集合を
表し, Ch(X,G)はグラフ G におけるノード X の子ノード集合を表すとする. このとき,
Pap(X,G)をAdj(X,G) \Ch(X,G) と定義する. G の部分グラフ G′ = (V′, E′) が存在
するとき, RAIアルゴリズムは構造全体を以下で定義される外生因果からなる構造および
自律的部分構造に分割する処理を繰り返す.

定義 3.1 (外生因果). Y ∈ V \ V′ で, ∀X ∈ V′ に対し, Y ∈ Pap(X,G) もしくは
Y ̸∈ Adj(X,G) が成り立つとき, Y は G′ の外生因果である.

定義 3.2 (自律的部分構造). Vex を G′ の外生因果からなるノード集合とする. ∀X ∈ V′

に対し, Pap(X,G) ⊂ V′ ∪Vex が成り立つとき, G′ はVex を所与として自律的部分構造
である.

CI テストに Bayes factor を用いた RAI アルゴリズムの疑似コードを Algorithm1 に
示す. Algorithm1では, 完全無向グラフ Guc とデータ D を入力として, 関数 RAIを CI
テストの次数を増やしながら再帰的に実行することで構造を学習する. G をグラフ集合と
すると, Algorithm1中の Pa(X, G)は ∪

G∈G Pa(X,G)と定義される. また, V[i]はノー
ド集合Vの i番目の要素を表し, G[i]はグラフ集合 G の i番目の要素を表すとする. 関数
RAIでは, (1)入力されたグラフを Gs として, 各次数の Bayes factorを用いた CIテスト
を実施し, ノード X, Y が条件付き独立だと判定された場合, X, Y 間のエッジを削除する.
(8行目から 24行目) (2) (1)で得られた構造に対し, オリエンテーションルールによる方

7



向付けを行う (17, 25行目). (3) 方向付けの結果を用いて Gs から自律的部分構造を分離
する (26行目から 36行目). (4) Gs から外生因果を構成するノード集合を分離する (37行
目から 44 行目). (5) (4) で得られた外生因果からなる構造を引数にして, 再帰的に RAI
アルゴリズムを呼び出す (45行目から 47行目). (6) (3)で得られた自律的部分構造を引
数にして, 再帰的に RAIアルゴリズムを呼び出す (49行目).

Natoriら [2]はこの Bayes factorを用いた RAIアルゴリズムを用いて, それまでの制
約ベースアプローチの中で最も高精度な大規模構造学習を実現した.

3.2 推移性を用いた RAIアルゴリズム
本田ら [6]は, BNにおいて, ある二変数が条件付き独立ならばその各変数と他変数との
条件付き独立性の少なくとも一つが成り立つ推移性を証明し, Bayes factorを用いた RAI
アルゴリズム [2]に適用した. 彼らの証明した推移性は以下の通りである [6].

定理 3.1. G = (V, E)を DAGとし, X, Y ∈ Vで，Y はX の非子孫とする．このとき，
A ∈ V \ ({X, Y } ∪Pa(X, G) ∪W)とすると，以下が成り立つ．

X ⊥ Y | Pa(X, G) (4)
⇒ X ⊥ A | Pa(X, G) or A ⊥ Y | Pa(X, G).

ここで，Wは X の子孫であり，X と Y が合流結合するノードとその子孫からなるノー
ド集合を表す.

証明は本田ら [6]を参照してほしい. 定理 3.1から, X と Y が Pa(X, G)を所与として
条件付き独立であるとき, 条件を満たす Aについて X と Aまたは Aと Y が Pa(X, G)
を所与として条件付き独立になることが保証される. したがって, Algorithm1でエッジ削
除を行う際に, 定理 3.1の推移性によるエッジ削除法を組み入れることで, 少なくとも一つ
の条件付き独立が保証される二組のエッジの CIテストを優先して実施することができる.
定理 3.1の推移性によるエッジ削除法の概要は以下の通りである. (1) Algorithm1でノー
ドX, Y が条件付き独立だと判定された場合, 定理 3.1に基づき, 式 (4)を満たすノード A

を探索する. (2) (1)でノード Aが存在した場合, 定理 3.1に基づき, 少なくとも一つの条
件付き独立が保証される Pa(X,G) を所与とした, X と A, Aと Y の CIテストを行う.
彼らの手法は, 少なくとも一つの条件付き独立が保証される二組のエッジの CIテスト
を優先して実施することができるため, CI テスト数を削減し, 3500 変数の構造学習を達
成した.
しかし, RAI アルゴリズムでは, 二ノード X, Y 間の CI テストを行うとき, 事前に X
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Algorithm 1 The RAI algorithm using Bayes factor
1: function Main(Guc, D)

Guc = (Vuc, Euc) : 完全無向グラフ
D : データ

2: return RAI (0, Guc, ∅, Guc, D)
3: end function

4: function RAI(nz , Gs, Gex, Gall, D)
nz : CI テストの次数
Gs = (Vs, Es) : 入力グラフ
Gex : 外生因果からなるグラフの集合
Gall = (Vall, Eall) : CI テストと方向付けによって得られる出力グラフ

5: if 全ての V ∈ Vs について |Pap(V,Gall)|<nz + 1 then
6: return Gall
7: end if

// CI テストによるエッジの削除
8: for Gex = (Vex, Eex) ∈ Gex do
9: for X ∈ Vs, Y ∈ Vex do

10: for Z ⊆ Pap(X,Gs) ∪ Pa(X, Gex) \ {Y } do
11: if |Z| = nz かつ log BF(X, Y | Z) > 0 then
12: Eall ← Eall \ {EXY } ▷ EXY : XY 間のエッジ
13: end if
14: end for
15: end for
16: end for
17: オリエンテーションルールを用いて Eall を方向付け
18: for X ∈ Vs, Y ∈ Vs do
19: for Z ⊆ Pap(X,Gs) ∪ Pa(X, Gex) \ {Y } do
20: if |Z| = nz かつ log BF(X, Y | Z) > 0 then
21: Eall ← Eall \ {EXY }, Es ← Es \ {EXY }
22: end if
23: end for
24: end for
25: オリエンテーションルールを用いて Eall，Es を方向付け

// Gs から自律的部分構造を分離
26: EU ← Es の無向エッジ集合
27: Vc ← Vs の子ノードを持たないノード集合
28: Vp ← Vs \Vc

29: for k = 1 to |Vc| do
30: if Vc[k] が EU の要素を用いて Vp のいずれかの要素に到達可能 then
31: Vc ← Vc \Vc[k]
32: end if
33: end for
34: Ec ← EU において Vc の要素を頂点として持つエッジ集合
35: Es ← Es \ Ec

36: Vs ← Vs \Vc
//Gs から外生因果を分離

37: Ge ← ϕ

38: for V ∈ Vs do
39: Ve ← {V } ∪ (V から到達可能な Gs のノード集合)
40: Ee ← Es において Ve の要素を頂点として持つエッジ集合
41: Ge ← Ge ∪ {(Ge, Ee)}
42: Vs ← Vs \Ve

43: Es ← Es \ Ee

44: end for
// 再帰的に関数 RAI を呼び出す

45: for i = 1 to |Ge| do
46: Gall ← RAI(nz + 1, Ge[i], Gex, Gall, D)
47: end for
48: Gex ← Gex ∪ Ge
49: return RAI(nz + 1, (Vc, Ec), Gex, Gall, D)

50: end function
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の真の親ノード集合 Pa(X, G)を推定できている保証はない. しかし, 本田ら [6]は, RAI
アルゴリズムにおける学習途中の条件付き独立の所与となる変数集合が常に Pa(X, G)で
あると仮定しており, 彼らの証明した定理 3.1 は厳密には適用できない. すなわち, 定理
3.1の推移性によるエッジ削除法を用いた RAIアルゴリズムは, 条件付き独立の所与とす
る変数集合が Pa(X, G)と異なる場合, 優先して行う X と A, Aと Y の少なくとも一つ
が条件付き独立になる保証がない.
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4 条件付き集合に制約のない推移性と推移性連鎖による BN
学習法の提案

本論文では, 条件付き独立の所与とする変数集合に制約のない新しい推移性を証明し,
それを用いた RAIアルゴリズムを提案する. また, 更なる大規模化および高精度化のため
に, その推移性の連鎖を用いる新しいアルゴリズムも提案する. 推移性の連鎖を用いるこ
とで, 従来手法に比べて計算時間の削減および精度向上が期待される.

4.1 条件付き集合に制約のない推移性
前章で述べたように, 本田ら [6]の提案したエッジ削除法では条件付き独立の所与とす
る変数集合が Pa(X, G)と異なる場合, 優先して行う CIテストの少なくとも一つが条件
付き独立になる保証がない. そこで, 本論文では, 二変数の条件付き独立の所与とする変数
集合を一般化した以下の定理を証明する.

定理 4.1. G = (V, E) を DAG とし, X, Y ∈ V とする．このとき，∀Z ⊆ V \
{X, Y },∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W)について, 以下が成り立つ.

X ⊥ Y | Z⇒ X ⊥ A | Z or A ⊥ Y | Z. (5)

ここで，Wは X と Y が合流結合するノードとその子孫からなるノード集合を表す．

定理 4.1の証明は付録に記した. この定理 4.1は, 二変数の条件付き独立の所与とする
変数集合が真の親ノード集合 Pa(X, G)の場合のみで成り立つ定理 3.1 とは異なり, 任意
のノード集合 Zに対して成り立つ. したがって, 条件付き独立の所与とする変数集合が真
の親ノード集合である保証のない RAIアルゴリズムに組み込むことが可能である.
この定理 4.1の推移性を利用したエッジ削除法をAlgorithm2に示す. Algorithm2中の
関数 TRANSITIVE_CUTはAlgorithm1における学習途中のグラフ Gall = (Vall, Eall)
と Gs = (Vs, Es), X ⊥ Y | Zとなる二ノード X, Y とノード集合 Z, データDを入力と
し, 推移性に基づくエッジの削除後の Gall,Gs を出力する. 関数 TRANSITIVE_CUTの
概略は次の通りである. (1) 定理 4.1の Aにあたるノードを探索する (2行目). (2) 定理
4.1に基づき, ノード集合 Zを所与として, X と A, Aと Y の CIテストを行う (3行目か
ら 16行目). このエッジ削除法を Algorithm1の 12行目と 21行目の後に呼び出す. ここ
で, CIテストの次数が 0のとき, 推移性が成り立つかによらず, 全てのノードの組に対し
て CIテストを行う必要があるため, このエッジ削除法を CIテストの次数が 1以上のとき
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Algorithm 2 Edge cutting with transitivity
1: function transitive_cut(Gall, Gs, X, Y , Z, D)
Gall = (Vall, Eall) : 全体グラフ
Gs = (Vs, Es) : Gall の部分構造
X, Y, Z : log BF(X, Y | Z) > 0となる二ノード X, Y とノード集合 Z

2: A← Adj(X,Gall)∩Adj(Y,Gall)\(Ch(X,Gall)∩Ch(Y,Gall)∪Z)
3: for A ∈ A do
4: if log BF(X, A | Z) > 0 then
5: Eall から {EXA}を除く ▷ EXA : 二ノード XA間のエッジ
6: if X ∈ Vs and A ∈ Vs then
7: Es から {EXA}を除く
8: end if
9: end if

10: if log BF(A, Y | Z) > 0 then
11: Eall から {EAY }を除く
12: if A ∈ Vs and Y ∈ Vs then
13: Es から {EAY }を除く
14: end if
15: end if
16: end for
17: return (Gall,Gs)
18: end function

にのみ呼び出す. Algorithm2 は, 事前に真の親ノード集合 Pa(X, G) を知ることができ
なくても, 定理 4.1によって, X と A, Aと Y の少なくとも一つが条件付き独立になるこ
とが保証されるため, CIテスト数を削減できる. 制約ベースアプローチの計算時間は CI
テスト数に依存するため, Algorithm2は計算時間を削減する.

4.2 推移性の連鎖を用いた提案アルゴリズム
本節では, 前節で証明した推移性を連鎖的に用いる, より効率的なアルゴリズムを提案
する.
まず, 推移性によって検出した条件付き独立性から新たな推移性を導くことができる以
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下の定理を証明する.

定理 4.2. G = (V, E)をDAGとし, X, Y ∈ V, Z ⊆ V\{X, Y }について, X ⊥ Y | Zが
成り立つとする. このとき, A ∈ V\({X, Y }∪Z∪W)について, X ⊥ A | Z or A ⊥ Y | Z
が成り立つ. このとき, ∀B ∈ V \ ({X, A} ∪ Z ∪W′) について, 以下が成り立つ.

X ⊥ A | Z⇒ X ⊥ B | Z or B ⊥ A | Z. (6)

また, ∀C ∈ V\({A, Y } ∪ Z ∪W′′) について, 以下が成り立つ.
A ⊥ Y | Z⇒ A ⊥ C | Z or C ⊥ Y | Z. (7)

ここで, Wは X と Y が合流結合するノードとその子孫からなるノード集合を表し, W′

は X と Aが合流結合するノードとその子孫からなるノード集合を表す. また, W′′ は A

と Y が合流結合するノードとその子孫からなるノード集合を表す.

定理 4.2 の証明は付録に記した. この定理 4.2 により, 定理 4.1 で保証できる条件付き
独立性である, X ⊥ Y | Z⇒ X ⊥ A | Z or A ⊥ Y | Zから, 新たにその各変数と他変数
との条件付き独立性の少なくとも一つを保証できる推移性を導ける (式 (6), (7)). さらに,
式 (6), (7)で保証できる条件付き独立性からも同様に推移性を導けるため, 推移性を連続
的に用いることができる. したがって, この推移性の連鎖を RAIアルゴリズムに組み込む
ことで, 従来の制約ベースアプローチより CIテスト数を増加させずに, 新たな条件付き独
立性の候補を同定し続けながら学習ができる.
定理 4.2を利用したエッジ削除法を Algorithm3に示す. Algorithm3中の関数 TRAN-

SITIVE_CUT_CHAIN では, より早期に発見した条件付き独立性から導かれる推移性
を優先して利用するために幅優先で推移性の連鎖を探索する. ここで, 推移性の連鎖を幅
優先ではなく, 深さ優先で探索する手法も考えられる. 深さ優先探索では, より直近に発見
した条件付き独立性から導かれる推移性を優先して利用するため, 探索の早期における CI
テストが誤って独立と推定してしまうとそれから導かれる CIテスト結果への影響が大き
く, 結果として学習される構造の誤差が大きくなってしまう危険性がある.

Algorithm3 中の関数 TRANSITIVE_CUT_CHAIN は Algorithm2 と同様に Algo-
rithm1 における学習途中のグラフ Gall = (Vall, Eall) と Gs = (Vs, Es), X ⊥ A | Z と
なる二ノード X, Aとノード集合 Z, データ Dを入力とし, 推移性に基づくエッジの削除
後の Gall,Gs を出力する. 関数 TRANSITIVE_CUT_CHAINの概略は以下の通りであ
る. (1) キュー q を初期化し, 変数対 (X, A) を q に挿入する. (2,3 行目) (2) q が空にな
るまで以下の (3)∼(7)を繰り返す. (4行目から 23行目) (3) q の先頭要素を取り出し, 定
理 4.2の B にあたるノードを探索する (5,6行目). (4) X と B に対して Zを所与とした
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Algorithm 3 Edge cutting with transitivity recursively
1: function transitive_cut_chain( Gall, Gs, X, A, Z, D)
Gall = (Vall, Eall) : 全体グラフ
Gs = (Vs, Es) : Gall の部分構造
X, A, Z : log BF(X, A | Z) > 0となる二ノード X, Aとノード集合 Z

2: キュー q の初期化
3: PUSH(q, (X, A))
4: while q が空でない do
5: (X, A) = POP(q)
6: B← Adj(X,Gall)∩Adj(A,Gall)\(Ch(X,Gall)∩Ch(A,Gall)∪Z)
7: for B ∈ B do
8: if log BF(X, B | Z) > 0 then
9: Eallから {EXB}を除く ▷ EXB : 二ノード XB 間のエッジ

10: if X ∈ Vs かつ B ∈ Vs then
11: Esから {EXB}を除く
12: end if
13: PUSH(q, (X, B))
14: end if
15: if log BF(B, A | Z) > 0 then
16: Eallから {EBA}を除く
17: if B ∈ Vs かつ A ∈ Vs then
18: Esから {EBA}を除く
19: end if
20: PUSH(q, (B, A))
21: end if
22: end for
23: end while
24: return (Gall,Gs)
25: end function
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Bayes factor を用いた CI テストを行う (8 行目). (5) (4) において, X ⊥ B | Z が成り
立つならば, X, B 間のエッジを削除し, 変数対 (X, B)を q に挿入する (8行目から 14行
目). (6) B と Aに対して Zを所与とした Bayes factorを用いた CIテストを行う (15行
目). (7) (6)において, B ⊥ A | Zが成り立つならば, B, A 間のエッジを削除し, 変数対
(B, A) を q に挿入する (15 行目から 21 行目). このエッジ削除法を Algorithm2 の代わ
りに Algorithm1の 12行目と 21行目の後に同様に呼び出す.
提案手法は推移性の連鎖を用いることで,少なくとも一つの条件付き独立性が保証され
る二組のエッジの CIテストを優先して実施し続けることができるため, 推移性の連鎖を
用いない場合に比べて, 学習のより早期に多くの条件付き独立性を検出できる. 学習の早
期にエッジを削除するほど CIテスト数は削減され, RAIアルゴリズムにおけるグラフ分
割が加速される. したがって, 提案手法は (1)CI テスト数の削減, (2) エッジ削除の加速,
(3)RAI アルゴリズムにおけるグラフ分割の加速により, 従来手法では実現できなかった
大規模な構造学習の実現が期待される. また, 提案手法は, 学習の早期に信頼性の高い低次
の CIテストを用いたエッジ削除を多く実施できるため, 推移性の連鎖を用いない場合に
比べて, 学習精度の向上も期待される.
ただし, Algorithm3で, 定理 4.2の推移性の連鎖を利用するためには, 二ノードが合流
結合するノードとその子孫からなるノード集合を毎回探索する必要がある. この合流結合
を厳密に同定することは, そのノード間の全ての道を探索する必要があり, 計算コストが
大きい. そこで, 本論文では, その探索空間を削減できる定理を証明する. EXY を二ノー
ド X, Y 間のエッジとすると, 以下の定理 4.3が成り立つ．

定理 4.3. Algorithm3における入力時の全体グラフ Gall = (Vall, Eall), 二ノード X, A,
ノード集合 Z に関して, W′ を真の構造において X と A が合流結合するノードとそ
の子孫からなるノード集合とし, (Adj(X,Gall) ∩Adj(A,Gall)) ∩W′ = Ch(X,Gall) ∩
Ch(A,Gall) と仮定する. このとき, ∀B ∈ Adj(X,Gall) ∩Adj(A,Gall)\(Ch(X,Gall) ∩
Ch(A,Gall) ∪ Z)について以下が成り立つ.
Gall において EXB かつ EBA が存在し, X ⊥ B | Z or B ⊥ A | Z.

定理 4.3 の証明は付録に記した. 定理 4.3 より, ノード B の探索には二ノード X と A
の共通隣接ノードのみを探索すればよく, ノード数に対して線形時間で計算できる. ノー
ド C についての探索も同様に線形時間で計算できる. したがって, 推移性の連鎖を利用し
たとしても, 条件を満たすノード B や C の探索時間は小さく, 推移性の利用による計算時
間の削減量の方が多いことが期待される.
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5 大規模ネットワークによる評価実験
この章では提案手法の利点を示すために以下の 7種類の手法で比較実験を行う.

• ELSA [14]
• ASOBS [16]
• PCアルゴリズム (以降, PCと表記) [17]
• RAIアルゴリズム (以降, RAIと表記) [5]
• 定理 4.1の推移性を用いた本田らの RAIアルゴリズム (以降, RAI-transitivityと
表記) [6]

• 推移性の連鎖を深さ優先で探索する RAIアルゴリズム
• 推移性の連鎖を幅優先で探索する RAIアルゴリズム

ELSA[14]は厳密解探索アプローチの一つであり, 制約プログラミングにより周辺尤度を
最大にする構造を探索する. ASOBS[16]は変数順序によって 各変数の親変数集合を制限
する近似的な手法である. PC[17]は制約ベースアプローチの一つであり, n−2個のノード
を条件付き独立の所与とする高次の CIテストまで繰り返す. RAI[5]は RAI-transitivity
と異なり, CIテストを行う変数対の順序を推移性を用いずに, ランダムに選択する. 本論
では, 推移性の連鎖を深さ優先で探索する RAI アルゴリズムと推移性の連鎖を幅優先で
探索する RAI アルゴリズムを提案手法とする. PC, RAI, RAI-transitivity, 提案手法に
ついては, BDeuに基づく Bayes factor (ESS = 1.0 [20, 21, 22])による CIテストを適用
した. ELSAは Trösserらが公開している実装*1を, ASOBSについては, Scanagattaら
が公開している実装*2 を用いた. また, RAI は, Lerner が公開している実装*3を使用し
た. PC, RAI-transitivityと提案手法は独自に実装した. 以下の実験については, 3.2GHz
の 16コアプロセッサと 128GBのメモリを搭載した計算機で実験を行った.
本章では, 提案手法が従来手法では学習できない規模の構造を学習できることを確認す
るために, ランダムに生成した大規模ネットワークを用いた実験を行う. ランダムネット
ワークの生成には, BNGenerator*4[23, 24] を用いた. 各ランダムネットワークの概要を
表 1に示す.

*1 https://gkatsi.github.io/#tdk-ijcai21
*2 https://github.com/mauro-idsia/blip?tab=readme-ov-file
*3 http://www.ee.bgu.ac.il/~boaz/software.html
*4 http://sites.poli.usp.br/pmr/ltd/software/bngenerator/
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表 1: ランダムネットワークの概要

network ノード数 エッジ数
最大
親変数数 パラメータ数

random1000 1000 2472 5 16712
random2000 2000 4959 5 33528
random3000 3000 7454 5 50710
random4000 4000 9946 5 67718
random10000 10000 24907 5 168786
random11000 11000 27407 5 186576
random12000 12000 29896 5 203002
random13000 13000 32393 5 219160
random14000 14000 34896 5 237736

実験手順は以下の通りである.

1. 各ランダムネットワークからデータセットを N = 10, 000, 1, 000, 000だけランダ
ムに発生させる.

2. 手順 (1)で生成したデータを用いて, 各比較手法により構造学習を行う.

また, 構造学習は, 24時間の制限時間を設け, 超過する場合は学習を打ち切った.
最初に, 提案手法の推移性の連鎖が学習精度を向上させることを確認するために,

Structural Hamming Distance (SHD) の比較を行った. SHD は真の構造には存在する
が, 学習過程で削除されたエッジ数と真の構造には存在しないが, 学習で残ったエッジ数,
エッジの方向付けの誤りの和によって, 真の構造と学習した構造の距離を表す. SHDが 0
のとき, 真の構造と学習した構造が一致したことを表す. その結果を表 2に示す. 表 2に
おける"TO"は 24 時間の制限時間以内に構造学習が完了しなかったことを表し, "MO"は
メモリ不足により構造学習が完了しなかったことを表す.
表 2より, 提案手法は PCを除く全ての制約ベースアプローチ手法, 全てのネットワー
クで SHDが最も小さいことが確認できる. この結果は推移性の連鎖が学習精度を向上さ
せたことを示している. その理由は, 推移性の連鎖により信頼性の低い高次の CI テスト
数が RAI, RAI-transitivityに比べて削減されたためだと考えられる.
また, 表 2より, PCの SHDは学習を完了した全てのネットワークで提案手法の SHD
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表 2: ランダムネットワークにおける SHD

提案手法

network ELSA ASOBS PC RAI
RAI

-transitivity 深さ優先 幅優先
N = 10, 000

random10000 TO 25588 15472 20777 19745 19421 19416
random11000 TO 27939 TO 22777 21599 21135 21152
random12000 TO 30467 TO 24809 23509 23041 23047
random13000 TO 32468 TO TO 25596 25134 25143
random14000 TO MO TO TO TO 26982 26989

N = 1, 000, 000
random1000 TO MO 635 3051 2487 2125 2129
random2000 TO MO 9556 13314 12122 11429 11476
random3000 TO MO 2020 TO 7739 6739 6763
random4000 TO MO TO TO TO 8358 8400

よりも小さいことが確認できる. 提案手法は構造の分割により探索空間を削減しているた
め, 提案手法の探索空間が PCの探索空間の部分集合になっていることが要因だと考えら
れる. ただ, 表 2から分かるように, PCはその大きな探索空間のために, N = 10, 000で
は random11000, N = 1, 000, 000では, random4000で学習が打ち切られている.
さらに, 表 2 より, 提案手法における深さ優先の SHD と幅優先の SHD を比較すると,
ほぼ同等であることが確認できる. 推移性の連鎖を深さ優先的に探索すると, 探索の早期
における CI テストで誤って独立と推定した結果から導かれる推移性を優先してしまい,
条件付き独立になる保証のない CIテストを早期に行なってしまう場合がある. その場合,
深さ優先の方が幅優先よりも学習精度が低下する可能性があるが, 今回のネットワークで
はそのような問題は確認できなかった.
また, 表 2より, N = 10, 000において, ASOBSは全てのネットワークで最も学習精度
が低い. この理由は, ASOBSが各変数の親候補変数集合に強い制約を加えているためで
ある.
次に, 推移性の連鎖を用いることで計算コストを削減できるか確認するために, 計算時
間の比較を行った. その結果を表 3に示す. 表 3より, 提案手法は従来の制約ベースアプ
ローチである, PC, RAI, RAI-transitivity が 24 時間以内に学習できなかった 14000 変
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表 3: ランダムネットワークにおける計算時間 (s)

提案手法

network ELSA ASOBS PC RAI
RAI

-transitivity 深さ優先 幅優先
N = 10, 000

random10000 TO 1132 64361 46612 39529 33263 32778
random11000 TO 1135 TO 52926 46756 38361 34618
random12000 TO 1575 TO 65024 61342 47322 44301
random13000 TO 1823 TO TO 76716 57010 53434
random14000 TO MO TO TO TO 70726 64738

N = 1, 000, 000
random1000 TO MO 9401 11930 8410 7773 7447
random2000 TO MO 28685 66245 27437 21766 19787
random3000 TO MO 68953 TO 49786 39598 39065
random4000 TO MO TO TO TO 70085 67047

数の構造学習を達成していることが確認できる. また, N = 10, 000, 1, 000, 000の全ての
ランダムネットワークにおいて提案手法は他の制約ベースアプローチに比べて計算時間を
削減した. この結果は, 推移性の連鎖を用いることにより, CIテスト数を削減し, エッジ
削除と RAIアルゴリズムにおける構造分割が加速したためであると考えられる. また, 表
3より, 提案手法における深さ優先と幅優先を比較すると, 幅優先の計算時間の方がわずか
に短いことが確認できる.
さらに, 表 3より, N = 10, 000における random10000 ∼ random13000では, ASOBS
の計算時間が最も短いことが確認できる. この結果は, ASOBS が各変数の親候補変数
集合に強い制約を加えているためである. しかし, 親変数集合を制限してしまうと, 表 2
で示されているように構造学習の精度が著しく悪化してしまう. また, N = 10, 000 の
random14000, N = 1, 000, 000では, ASOBSはメモリ不足により計算が打ち切られてい
る. これは, ASOBSが周辺尤度スコアを効率的に計算するために, 全てのデータをメモリ
上に保持しているためだと考えられる. また, ELSAは全てのランダムネットワークで構
造学習を完了することができなかった. ELSAは全ての構造の候補から周辺尤度が最大に
なる構造を探索する厳密解探索アプローチであり, 膨大な計算コストが必要になるためで
ある.
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表 4: ランダムネットワークにおける CIテスト数

提案手法

network PC RAI
RAI

-transitivity 深さ優先 幅優先
N = 10, 000

random10000 50830458 50548149 50495256 50481813 50471801
random11000 TO 61727823 61447707 61352080 61335195
random12000 TO 72812503 72704479 72683177 72683354
random13000 TO TO 85228576 85193124 85193285
random14000 TO TO TO 98774543 98774549

N = 1, 000, 000
random1000 719713 861871 680245 643463 643166
random2000 2465852 2979304 2419915 2316886 2318677
random3000 5109797 TO 5094864 4931072 4933928
random4000 TO TO TO 8520211 8521028

以下では, 提案手法の計算時間が短くなった要因として考えられる, (1) CIテスト数の
削減, (2) エッジ削除の加速, (3) RAIにおける構造分割の加速を確認する. まず, 提案手
法が CIテスト数を削減していることを確認するために, 制約ベースアプローチの CIテス
ト数を推定した. その結果を表 4に示す.
表 4より, 提案手法は全てのランダムネットワークにおいて CIテスト数が最も少ない
ことが確認できる. この結果は, 提案手法が少なくとも一つの条件付き独立が保証される
二組のエッジの CIテストを優先して実施し続けることで, 学習の早期に多くのエッジ削
除を行ったためだと考えられる. また, 提案手法における深さ優先と幅優先を比較すると,
ほぼ同等の CIテスト数であることが確認できる.
次に, 提案手法のエッジ削除が加速していることを確認するために, RAI, RAI-

transitivity, 推移性の連鎖を幅優先で探索する提案手法の時間経過によるエッジ削除
数をプロットした. このプロットでは推移性を用いる 1 次の CI テストが始まった時点
を時間計測の始点とし, N = 1, 000, 000 における random1000 で計測を行った. そのプ
ロットを図 3に示す.
図 3より, 提案手法のエッジ削除が RAI, RAI-transitivityのエッジ削除に比べて速い
ことが分かる. この結果は, 推移性の連鎖が RAIにおけるエッジ削除を加速させたことを
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図 3: random1000におけるエッジ削除数の変遷

示している. 特に, 図 3より, 提案手法は信頼性の高い低次の CIテストを用いる学習の早
期にエッジ削除を加速させていることが分かる.
次に, 提案手法が RAI における構造分割を加速させることを確認するために, RAI,

RAI-transitivity, 推移性の連鎖を幅優先で探索する提案手法の時間経過による構造
の分割数をプロットした. このプロットでは最初の分割時点を時間計測の始点とし,
N = 1, 000, 000における random1000で計測を行った. その結果を図 4に示す.
図 4より, 提案手法は RAI, RAI-transitivityに比べて RAIの構造分割をより早期の段
階で行えていることがわかる. この結果は, 推移性の連鎖が RAIの構造分割を加速させ,
結果として計算時間を削減させたことを示している.
最後に, 提案手法が推移性の連鎖により信頼性の低い高次の CI テスト数を RAI,

RAI-transitivity に比べて削減したことを確認するために, N = 1, 000, 000 における
random1000の各次数の CIテスト数とエッジ削除数を推定した. その結果を表 5に示す.
表 5 より, 提案手法は 2 次以上の次数の CI テスト数を大幅に削減できていること
が確認できる. さらに, 信頼性の高い低次の CI テストにおいてエッジ削除数が RAI,
RAI-transitivityに比べて大きいことが分かる. この理由は, 提案手法が学習の早期に推
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図 4: random1000における RAIの分割数の変遷

表 5: random1000における各次数の CIテスト数およびエッジ削除数
提案手法

random1000 RAI RAI-transitivity 深さ優先 幅優先
order CIテスト数 エッジ削除数 CIテスト数 エッジ削除数 CIテスト数 エッジ削除数 CIテスト数 エッジ削除数
ord0 499500 477543 499500 477543 499500 477543 499500 477543
ord1 173585 16536 96325 17655 87482 18261 86712 18256
ord2 68941 601 35841 363 25319 259 25538 258
ord3 67380 363 28609 193 18732 129 18918 130
ord4 38626 224 14089 123 8999 63 9060 63
≥ord5 13839 122 5881 59 3431 36 3438 37
total 861871 495389 680245 495936 643463 496291 643166 496287

移性の連鎖を有効的に用いることで, 条件付き独立となる二ノードを効率的に検出できて
いるからだと考えられる.
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6 むすび
本論文では, 先行研究で証明されていたベイジアンネットワークの推移性が条件付き独
立の所与とする変数集合に真の親変数集合を仮定していることの問題を指摘し, その変数
集合を一般化した新たな推移性を証明した. また, 新たに証明された推移性から, 推移性の
連鎖を用いる新しいアルゴリズムを提案した.
提案手法は以下の利点をもつ. (1) 推移性の連鎖を用いることで, エッジ削除および

RAIアルゴリズムにおけるグラフ分割が加速し, 計算時間を削減する. (2) 信頼性の低い
高次の CIテスト数が減ることで, 学習の精度が向上する.
大規模ランダムネットワークによる実験により, 提案手法は従来のアルゴリズムに比べ
学習の精度を向上させ, 計算時間を削減できることを示した. また, 従来手法では, 13000
変数程度の構造学習が限界であったが, 提案手法は 14000変数の構造学習を実現した.
今後の課題として, ベイジアンネットワーク分類器 [25, 26, 27, 28, 29] への応用が挙げ
られる.
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付録 A 定理 4.1の証明
以下の補題付録 A.1を証明し, ベイジアンネットワークの弱推移性 [7]を示した後で, ベ
イジアンネットワークの推移性である定理 4.1を示す.

補題 付録 A.1. G = (V, E) を DAG とし, X, Y ∈ V とする. また, W を X と Y を
結ぶ道において合流結合するノードとその子孫からなるノード集合とする. このとき,
∀Z ⊆ V \ {X, Y }, ∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W)について, 以下が成り立つ.

X ⊥ Y | Z⇒ X ⊥ Y | Z ∪ {A}. (8)

証明
(補題付録 A.1). X, Y ∈ V, Z ⊆ V \ {X, Y } が X ⊥ Y | Z を満たすと仮定し,

A ∈ V \ ({X, Y } ∪Z∪W)とする. X と Y を結ぶ全ての道は, 内点に Aが存在する道 p

と存在しない道 q に分けられる. それぞれの道が, Z ∪ {A}でブロックされるならば, X

と Y を結ぶ全ての道が Z ∪ {A}でブロックされる.

(1) 道 pが存在する場合 A ̸∈Wであることから, 道 pの内点には Aが合流結合せずに
存在する. したがって, 道 pは Aでブロックされる. また, Aが逐次結合または分
岐結合で道 pをブロックするため, 道 pは Z ∪ {A}でもブロックされる.

(2) 道 q が存在する場合 X ⊥ Y | Zが成り立つため, 定義 2.1より, 道 q は, (i) 内点に
Zに属するノードが合流結合せずに存在する場合と, (ii) 内点に合流結合するノー
ドW ∈ W \ Zが存在し, ZはW の子孫を含まない場合, (iii) (i), (ii)を同時に
満たす場合に分けられる. 以下では, (i), (ii), (iii)のそれぞれの場合について道 q

が Z ∪ {A}でブロックされることを示す.
(i)の場合 道 q の内点に, Zに属するノードが合流結合せずに存在するため, 道 q

は Zでブロックされる. また, Zに属するノードが逐次結合または分岐結合で
道 q をブロックしているため, 道 q は Z ∪ {A}でもブロックされる.

(ii)の場合 道 q の内点に合流結合するノードW ∈W \ Zが存在し, W ̸∈ Zであ
る. また, W の子孫は Z に含まれないため, 道 q は Z でブロックされる. ま
た, A ̸∈Wであるため, 道 q は Z ∪ {A}でもブロックされる.

(iii)の場合 (i) が成り立つ場合, Z に属するノードが逐次結合または分岐結合で
道 q をブロックしているため, (ii)が同時に成り立つか否かによらず, 道 q は
Z ∪ {A} でブロックされる. 以上から, 道 q は (i), (ii) を同時に満たす場合,
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Z ∪ {A}でブロックされる.
(3) 道 p, q が存在しない場合 X と Y を結ぶ道が存在しないため, 任意のノード集合を

所与として X と Y は条件付き独立である. したがって, X と Y は Z ∪ {A}を所
与として条件付き独立である.

以上より, ∀Z ⊆ V \ {X, Y }, ∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W) について, 式 (8) が成り立
つ.

Pearlは以下の弱推移性がベイジアンネットワークの条件付き独立性で成り立つことを
示した [7].

定理 付録 A.1 (Pearl [7]). G = (V, E) を DAG とし, X, Y ∈ V とする. このとき,
∀Z ⊆ V \ {X, Y }, ∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z)について, 以下が成り立つ.

X ⊥ Y | Z and X ⊥ Y | Z ∪ {A}
⇒ X ⊥ A | Z or A ⊥ Y | Z. (9)

補題付録 A.1と定理付録 A.1を用いて, 定理 4.1は以下のように証明できる.

証明
(定理 4.1). 補題付録 A.1 より, ∀Z ⊆ V \ {X, Y }, ∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W) につ
いて,

X ⊥ Y | Z⇒ X ⊥ Y | Z ∪ {A} (10)

が成り立つため, 定理付録 A.1より,
X ⊥ Y | Z⇒ X ⊥ Y | Z and X ⊥ Y | Z ∪ {A}

⇒ X ⊥ A | Z or A ⊥ Y | Z. (11)

よって, 式 (11)より, ∀Z ⊆ V \ {X, Y }, ∀A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W)について, 式 (5)
が成り立つ.

付録 B 定理 4.2の証明
証明
(定理 4.2). Z ⊆ V \ {X, Y } について, A ∈ V \ ({X, Y } ∪ Z ∪W) であるから,

A ̸∈ Z が成り立つ. したがって, Z ⊆ V \ {X, A} が成り立つため, 定理 4.1 より,
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∀B ∈ V \ ({X, A} ∪ Z ∪W′)について, 以下が成り立つ.
X ⊥ A | Z⇒ X ⊥ B | Z or B ⊥ A | Z. (12)

また, Z ⊆ V \ {A, Y }が成り立つため, 定理 4.1より, ∀C ∈ V \ ({A, Y } ∪ Z ∪W′′)に
ついて, 以下が成り立つ.

A ⊥ Y | Z⇒ A ⊥ C | Z or C ⊥ Y | Z. (13)

付録 C 定理 4.3の証明
証明
(定理 4.3). Algorithm3 における入力時の全体グラフ Gall = (Vall, Eall), 二ノード

X, A, ノード集合 Z について, X ⊥ A | Z が成り立つ. このとき, B ∈ Adj(X,Gall) ∩
Adj(A,Gall)\(Ch(X,Gall)∩Ch(A,Gall)∪Z)とすると, B ∈ Adj(X,Gall)∩Adj(A,Gall)
であるため, Gall に EXB かつ EBA が存在する. また, Adj(X,Gall) ∩Adj(A,Gall) ⊆
Vall \ {X, A} であり, W′ を真の構造において X と A が合流結合するノードとその
子孫からなるノード集合とすると, 仮定から, (Adj(X,Gall) ∩ Adj(A,Gall)) ∩W′ =
Ch(X,Gall) ∩Ch(A,Gall) であるから,

Adj(X,Gall) ∩Adj(A,Gall) \ (Ch(X,Gall) ∩Ch(A,Gall) ∪ Z)
⊆ Vall \ ({X, A} ∪ Z ∪W′) (14)

である. したがって, B ∈ Vall \ ({X, A} ∪ Z ∪W′)である. また, X ⊥ A | Zであるか
ら, 定理 4.2より,

X ⊥ B | Z or B ⊥ A | Z (15)

が成り立つ.
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